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�����������	� ���������� �	�
��� 
������� ��� ���������� ���

���	
�
�� 6���6��������� ������" ����� 	������7��� 	 �������

�� �$������ 6���6�����. ������. 6���
���. ��6��. $����#�� � 	
6
�#������

�� �����&�
��� 8)9� :�� ���	
�
�� 	 ��6�
���� ����
6� 6�#�� $��� ��;�
� �����< �����	�����
�. 
������ 6�#�� $���
������
� ���
�� ��;�
�� � 	!�. ������� 	���&�7��� ����� �	�

�� � ��#�� 	������6�� 6���6��������� ����
�;�
��� ����� 	���
#�� ���������� ���$�#��� � ����	����	�7=�6 �����

�6 6�����6.
�$�����7 �����	�� ������� �	������ ���$��&�
�� ���
�� ������
��
�����
�� 6����� �. �����	�����
�. ���
�#� ��;�
�� 819�

>$��
� ��� ���
�6� ���� �
����������6�" ��;�
��6� 
����

��
�� ���	
�
�� 6���6��������� ������ ��
�6�7��� ��;�
��
8)9. ������� �������	��7���< �" ����� ?��6�
���
�� ��
����@ $" ���
��� ��;�
�� ��
��
�� ���	
�
�� � ����
�6� �����	��
�6� ���
��
��
�� �
��#����
�� ���	
�
��@ 	" 	 	��� �	�������@ #" ��;�
��
�6� �$��
�	�

�� �������
�����
�� ���	
�
�� �>� "� A ����
#�� �����
�. � ���$��&�

�6 �
����������6 ��;�
��6 � 	!�
��
���� ��������6���� ��;�
��. �������	���6��< �" ����6� �� ���
��	����	�7=�6 �����6�6 ��
���� �����
��6���	�

�6. ��$��	�
�

�6 � ���"@ $" �� ��
��
�6� �������6� � ���
�6� ��� ���$��&�
�

�6� ��?������
��6�@ 	" ����������6� ��
��
�#� ����� �����	 	
��������

�� ���������� ����� 6����� �������	�����
�� ���$���
&�
��" � ���

/
�#�� ���	
�
�� ��	��6�

�� 6���6��������� ������ �. 	
��6 �����. #����6���
���. 	��
�� ��
�6��� � ��� ��
������ � 6
��
&���	� ?	��7���

�� �����6 � ����
�6����
�6� 
���
��
����6��
A���� 
�� 6�&
� ��6����� ���	
�
�� B�
�$��#�CD�
��� ���� ����
����� 
���
��
�#� #���
��". E7�#����. F����	�#�C�� '���� ������
��������. 6���������	�

��. 	��;�� �������	". ����$�
�� 
����

��
�� ����
� 	 ���$��6� '��6�C�����C ��6�. F���6���CA�	��
;�
���#�. '�;���. E����
����. 6����� 	���. /���	����CE����.
F���
�CB����
�. ��#���������	�

�� ���

�	��
�	��. D�6�. ����
B�6�����
�CG��$�. H�����. ����6��
�#� ����	��
�	�#� ����
�
��

�#� 	���6������	��. ����������
�
�� �	��� 	 #���. A	����CH�?
�
$��#�. F��6�#���	�C�����	���#�C�����
�	� � ���

��� ?��6 ��� ���$��&�

�#� �
����������#� �������
�� ���
;�
�� ����� ���	
�
�� 	 
��#��
���

�� �$������ ���$�7��� ���
��
��6���	�

�� �����6� ��
����. 	�����	��. ��������
� $����
�� �$�	�7=�� ��� ����6��
�� ��#�6�
�� � $����
��
����. � 	��

5)
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	�����. ��6�
���� ��
�������
� �������� �6
�&�
�� � ������
��
����	�
��� 
� ���$��6� 	 ��6. ��� ����� ����;� ��	���
�� ���
��	�� �������	�7�� 
����6��. ���
��	�

�� ������������ �����6�
����
��6���	�

�� 
� 	��� �����	�����
�� ��� ��
���� :�6��
�� 8*9 �$������ ���	�6 �	����	�6 � 
� �6��� 	����#�� 0�6���6. ���
;����� �����6����6�� � ���������6�� 	 ������
�� 	��6� 	��	���
�� 839 ��� ����6����	��6�� �$����� �	������ � ��6 &� ��
����6
:�6��� ��� ����	����	�7=�6 ��
��
�6 ����$����	�
�� ��#�6�
��
�� ���� �� 
�6 C ?�� ��
� �� ���6 ����	 '����". � �����	�����
�.
��� �� ���6�
�
��. ��� � ���	��. ��� ���$��&�
�� �	������	 �
���
�� �� ��� 
��$����6���� � ����
��. ���	��
�� � ���" ������
	���
�� ?��� ��
���� ���$����� �����
�����
�� ���������&�
��
	 ��
����
���
�� ���� �� 
�6 &� 8-9. ��� 
� ����;��� ����	��
��$��� � 
�6��

�
�����
�6 ��6����	�6 ��
����. �$����7=�� �����

�6� 	��
;� �	����	�6�. �	������ 6�����	���
�� �����6� ��
���� H������
	� 859. ������� � ������������ 
�&� ��� ��������6���� ��;�
��
� 	!�� I�����
���	
�� ����� &� 
������ 	������7=���� 	 
����

�� ���������� ��6����	� ��
���� H�##�
�� � E���� 6�&
� 
����
	 ��$���� 8J9 � 8,. )+9�

�� 	�
���
 ������� ���
���


K ������	� $����
�� 	 ��6��� ��

�#� �������	�
�� $���6 ���
������	��� ��
����. ������&�

�� 	 ��$��� 859� A���
�;�
�� ���
��
���� H�����	� 	�#����� �����7=�6 �$����6<

Sn(x) =

√
2

π

n+1∑
k=1

x2k−1 (−1)n+k C2k−1
2n+1

(x2 + 1)n+1
,

Cn(x) =

√
2

π

n+1∑
k=1

x2k−2 (−1)n+k+1 C2k−2
2n+1

(x2 + 1)n+1
,

n � 0. �)"

�������� �	����	� ?��� ��
����. 6�&
� ��6�����. ��� ����
�6����	��6�� �����6� ������� �� �	�� ����������	�����
�����. �$�
����	�

�� �� 
����
�� {Sn(x)} � ���
�� {Cn(x)} ��
���� � 	��
��=�� ��$� 
� $����
��
���� ��� 1/x � 1/x2 ����	����	�

�� E��
��� ��#�. ?�� �����6� �	������ ����
��6���	�

�� � ���
�� 	 ����
����
��	� L2(−∞,+∞) 859. � �� ��6�
������ ��
�������
� ��������
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��� 
������� ��� ���������� ���

�6
�&�
�� � �������
����	�
�� ������� �� �����7=�� ����
�;��

��<

S̃′
n =

1

2

[
n C̃n−1 − (2n+ 1) C̃n + (n+ 1) C̃n+1

]
,

C̃′
n = −1

2

[
n S̃n−1 − (2n+ 1) S̃n + (n+ 1) S̃n+1

]
,

x S̃′
n =

1

2

[
n S̃n−1 − S̃n − (n+ 1) S̃n+1

]
,

x C̃′
n =

1

2

[
n C̃n−1 − C̃n − (n+ 1) C̃n+1

]
,

S̃n S̃k =
1

4

[
C̃n+k+1 − C̃n+k + C̃n−k − C̃n−k−1

]
,

C̃n C̃k =
1

4

[−C̃n+k+1 + C̃n+k + C̃n−k − C̃n−k−1

]
, �1"

S̃n C̃k =
1

4

[−S̃n+k+1 + S̃n+k + S̃n−k − S̃n−k−1

]
,

S̃2
n =

1

4

[
C̃2n+1 − C̃2n + 2 C̃0

]
,

C̃2
n =

1

4

[−C̃2n+1 + C̃2n + 2 C̃0

]
,

S̃−n = S̃n−1, C̃−n = −C̃n−1,

Sn ≡
√

2

π
S̃n, Cn ≡

√
2

π
C̃n.


���	�6. 	�� ��
���� �)" L�����������6L ��� �
���#�� � �����
�������6� ����
�6�6�"� 
� ���6�
�
�� ����
�;�
�� �)". �1" 6��
&�� 	�������� ����� &� ����
����. ��� � ��������	�
�� ���������
���� ��
���� :�6��� 8))9. �������. ��� � ����6����	��6��. �����

��6���
� 
� 	��� �����	�����
�� ���� I �6�

�. �� ��
��
�� ��6�
$�
����. ������=�� �� ��
�������
� 
�$���;�#� ����� ���#��6��
�� ����6�

�6� ��?������
��6�". ��������
� ����;� ���$��&��
�� ��������6�7 �������������� �	��
�� �6����. ��
��
�����7 	��
=���	� � ����". ���� L���6�L ?��� �������������� 
� ��������	��
�� ��=���	�

�� ��6�
�
�� �� ������ �������	�
��� K �����	
�6
������ ������	� ��������6���� $����� �������
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��� ������ ��
���� :�6��� �
����6��. 	 ������ � ���$��&�
�

�6 	������
�� ����
���� 	�����
���� 8)19" $�� 
����
 	���� 	
��������	�
�� L���
�������	�

��L ��
����. �6�7=�� ��#�6�
�
	��� x = [y − a(t)]/s(t) �� ����	����	�7=�6 ����&
�
��6 	 6
�#��
6��
�6 ������". #�� a(t) � s(t) C ��
����. �����&�	�7=�� ��	�# �
��6�
�
�� ���6� � 	�$����6�� �� ��������$� ���$��&�
�� �
��
���6��. �������6�� 	 �������� ���������
�� �������	. �����6
��� ����
���� 	�����
���� ��
���� a(t) � s(t) C 6���6���������
�&���
�� � ���
���� ����������
��"�

���� ������ �$�������� � ��
����6 H�����	� � �� �	����	�6.
�� �� ��	�
��	 �1" ��#�� ������� 	�	��. ��� ���
��� ��������	�
��
L���
�������	�

�#�L 	����
�� 	��6�&
� � �����. �����6. 
�����
6��. ��� �����
�� �	�&�
�� 	��
 	 ������	� a(t) 6�&
� 	�$�����
�� ����	�7 ��� #�����	�7 ���������

���������

�� 	�;� �	����	�. � ���&� �����
�����
�� ��6��
��
�� ������	�7� ���#��
���� �����6� ��
���� �)". �1" ��� 	��
�����
�� ���$��&�

�� �
����������� ��;�
�� ���	
�
�� ����
� 	!��

�� ���
� 
���
 �

�����
���

%���6����6 �����6� � 	!� �����7=�#� 	���

∂u(x, t)

∂t
= f

(
u(x, t),u′

x(x, t),u
′′
xx(x, t), ..., t

)
�4"

� 
�����
�6 ����	��6

u(x, t0) = u0(x), �*"

#�� t > t0 C 	��6�@ x = (x1, x2, ..., xn) C 	�����C������ �������
�
��	�

�� ����6�

��@ u(x, t) = {u1(x, t), u2(x, t), ..., um(x, t)}� C
	�����C����$�� ������
��@ f = {f1, f2, ..., fm}� C 	�����C����$��

���
��
�� ��
���� � 
���
��
����6� 	 ���6� 6
�#����
�	 ��6�
��
�
� 	������ u � �� �����	��
�� �� �������
��	�

�6 �������

���6 � ��	���=�6� �� t ��?������
��6�@ � C ��6	�� ���
���
��
��	�
���

��������#��. ��� ��;�
�� �����6� ���	
�
�� �4" �
��#�����6�
� �	������6 �� �������
��	�

�6 ����6�

�6. $���6 ������ ?��

5*



�����������	� ���������� �	�
��� 
������� ��� ���������� ���

��;�
�� 	 	��� �����&�
��

û(x, t)=

+∞∑
α1=0

+∞∑
α2=0

...

+∞∑
αn=0

uα1α2...αn(t)ϕα1 (x1)ϕα2(x2) ... ϕαn(xn)=

=

+∞∑
α=0

uα(t)ϕα(x), �3"

#�� α = {α1, α1, , ..., αn} C 6�����
���� �αi � 0"@

ϕk(x) =

{
S̃�(x), k = 2 �,

C̃�(x), k = 2 �+ 1.
�-"

A���
�� �����6� �$��
�	�

�� �������
�����
�� ���	
�
��
�>� " ��� ��?������
��	 �����&�
�� uα(t) 6�&�� $��� ������
�

� ��
�	� 6����� '�?��CB������
� 8)49 �����7=�6 �$����6<

duα(t)

dt
=

+∞∫
−∞

(n)

+∞∫
−∞

f
(
u(x, t),u′

x(x, t),u
′′
xx(x, t), ..., t

)
ϕα(x) dx. �5"

��� ?��6 
�����
�� ����	�� ��� ��
���� uα(t) $���� �����������
�� ����	��6�

uα(t0) =

+∞∫
−∞

(n)

+∞∫
−∞

u0(x)ϕα(x) dx. �J"


� ?���� ������������ ���������� ��

�� ���6� 
��$����6�
�#��
������� ��
��
�� �����7 �����6� �5" � ����
�;�
�� �J". ����
��������6���� ��;�
�� $���� �������	��
� 	 	���

ũ(x, t) =

M∑
α=0

ũα(t)ϕα(x), �,"

#�� M = {M1,M1, , ...,Mn} C 6�����
�����

����&
� ����
�	���. ��� 	 �$=�6 � ��&� 	 �#��6
�6 $���;�
�

��	� ����
�� ������	 �������� ���	
�
�� ��� uα(t) 	 �	
�6 	���

� �������	������ 	��6�&
�6< �� ���6�� �������
�� ������
�
�
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	������	�� ���&
���� � #��6�������� ���6�&����
�� 	�������.
��� 
� ���	����� 	������� ��6�
���� 	�� 
��$����6�� ��� ����
��

�� �������	 ���	�� ������ �����6� >� ��
�������
� ��?��
�����
��	 �����&�
��� :�� ���	���� � 
��$����6���� ��6��7����

�� �	��6�������� #�
�����	�
�� ����� ���	
�
�� ��������
�7 
�
��6��7���� ��6	���
�� �������	��
�� ���	�� ������ ?��� ���	�

�
�� ��� �7$�6 ����6
�6M" 
� ��
�	� ���6�
�
�� ��	��6�

��
�����6 �
����������� 	������
�� 8)*9�

�� �������� ��
�� 
���

F�6��7���
�� ���������� ��#����6� ���=���	������ 	 �����
������ ����������� 8)39� :�� �$M��
����� �
�������
�6� ����6��
=���	�6�. ������6� �� ���	
�
�7 � ��
����
��6� �$������ ?���
����� 	 ���
� ��#�
������ ����� ������
�	�� ������	������ ���
�� 	 ��6. ��� ��������	�
�� ����� ������
�	�� ��� ��;�
�� ���
���	��

�� ������ ���$�

� ?������	
� � ����� ���
�� ���#��6�
6���	�
�� � 
�#���
� � �$=�6���6��������� �������� 
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∂2u(x, t)

∂t2
=

∂2u(x, t)

∂t2
, �)+"

u(x, 0) ≡ u0(x) =

{ |1− x|, |x| � 1,
0, �
���,

∂u(x, t)

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0. �))"

���$��&�

�� �
����������� ��;�
�� ������ �)+". �))" 	�����
������ ��� M = 82 �	 ������	� $����
�� ��������	����� ��
����
Sk(x) � Ck(x) ��� k N +. ). ���. *+"� �#� ��6�
�
�� �� 	��6�
�6
���$��&�
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� ���� )�
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�� ��;�
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�6
������6 ���6��� ����6$��� 8)-9<

u(x, t) =
1

2

[
u0(x− a t) + u0(x+ a t)

]
. �)1"

��� ?��6 ������

�� ���$��&�

�� �
����������� ��;�
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�� F���6���CA�	�;�
���#� 8)59� A��
����
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����

�� �������
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∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ 0,45

∂2u

∂2x
+ 6

∂3u

∂x3
+ 0,5

∂4u

∂x4
= 0, �)4"

#�� u = u(x, t). � 
�����
�6 ����	��6

u(x, 0) ≡ u0(x) =
2 x

48 x2 + 3
. �)*"

��	���
�� ?��#� ��;�
�� ���$��&�
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�
�� F����6�
� 8)J9<

∂u

∂t
+

∂u

∂x
= α

(
v2 − u2

)
,

∂v

∂t
− ∂v

∂x
= −α

(
v2 − u2

)
, �)3"

#�� u = u(x, t). v = v(x, t). α = const �|α| < 1". � 
�����
�6�
����	��6�

u(x, 0) ≡ u0(x) =

√
2

π

−5 x+ 10 x3 − x5

4 (1 + x2)3
, �)-"

v(x, 0) ≡ v0(x) =

√
2

π

1− 10 x2 + 5 x4

4 (1 + x2)3
. �)5"

A����6� F����6�
� �	������ ��
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>� " � α N +.+3 ��6�
������7��� 
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�6� ��
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$
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�
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